Variables angle-action

Systeme integrable avec orbites périodiques
Transformation canonique -> une variable compacte = angle
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| est une action car dW/dg=p (impulsion) [trsf. canonique avec W de type F2]

L’'intégrale donne une fonction de I’énergie, qui peut étre inversée, pour obtenir le nouvel
Hamiltonien.

Ex: oscillateur harmonique : I=E/omega -> E=H=omega |



Variables angle-action

Le nouvel Hamiltonien ne dépend que de I’action

-> angle = variable cyclique
-> action = conservée
-> évolution linéaire de I'angle ~I t

En dimension supérieure : séparabilité
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A chaque Ik correspond un angle = variable compacte; évolution fixée par Ik
-> mouvement sur un n-tore = tore invariant




Variables angle-action

Visualisation du mouvement en dimension supérieure : section de Poincarée

La section donne une courbe lisse, bien définie
-> systeme intégrable / mouvement régulier

La section donne une suite de points répartis de facon erratique
-> systeme non-intégrable / mouvement chaotique



Intégrabilité, perturbations et émergence du chaos
dans I’espace de phase




Structures particulieres de I'espace de phase

Systemes conservatifs:
Point fixe: stable / instable
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Structures particulieres de I'espace de phase

Systemes conservatifs:
Point fixe: stable / instable

Systemes dissipatifs:
Attracteurs :

1) point fixe: stable / asymptotiquement stable / instable

2) cycle limite:
Ex: oscillateur de van der Pol

d*z(t) ) dz(t)
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Structures particulieres de I'espace de phase

Systemes conservatifs:
Point fixe: stable / instable

Systemes dissipatifs:
Attracteurs :

1) point fixe: stable / asymptotiquement stable / instable
2) cycle limite:

3) Attracteur étrange
Ex.: systeme de Lorenz




Systemes intégrables faiblement perturbeés
le theoreme de Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM)

Systeme Hamiltonien autonome et intégrable en variables angle-action:

H = Ho(I1,15) + eHq(01,05; 11, I5)



Systemes intégrables faiblement perturbeés
le theoreme de Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM)

Systeme Hamiltonien autonome et intégrable en variables angle-action:

H = Ho(I1,12) + €H(61,69; 11, I5)

H, = Z Vi mo (I1, I9) cos(ni6y + nobs)

ni,no=—0o0



Systemes intégrables faiblement perturbeés
le theoreme de Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM)

Systeme Hamiltonien autonome et intégrable en variables angle-action:

H = Ho(]th) + 6H1(91,92; 11, ]2)

H, = Z Vi mo (I1, I9) cos(ni6y + nobs)

ni.no=—0o0

Transformation canonique - fonction génératrice a determiner (6, I;) — (p;; J;)

)

Fy(01, 05 1, Jo) = O1Js + OaJa+€ Y Gy ng cOs(n16; + 1)

ni,ny=—o0



Systemes intégrables faiblement perturbeés
le theoreme de Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM)

Systeme Hamiltonien autonome et intégrable en variables angle-action:

H = Ho([1,[2) + €H1(91,92; 11, ]2)

H, = Z Vi mo (I1, I9) cos(ni6y + nobs)

ni.no=—0o0

Transformation canonique - fonction génératrice a determiner (6, I;) — (p;; J;)

Fy(61,69; J1, J2) = 01 Sy + OaJo + € Y Gnymy cO8(16; + n26h)

ni,n2=—o0

identité + corrections d’ordre epsilon



Systemes intégrables faiblement perturbeés
le theoreme de Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM)

Systeme Hamiltonien autonome et intégrable en variables angle-action:

H = Ho(]th) + €H1(91,92; 11, ]2)

H, = Z Vs mo (11, I5) cos(n10; + nofs)

ni.no=—0o0

Transformation canonique - fonction génératrice a determiner (6, I;) — (p;; J;)

Fy(61,69; J1, J2) = 01 Sy + OaJo + € Y Gnymy cO8(16; + n26h)

ni,n2=—o0

identité + corrections d’ordre epsilon

Calculer H1 dans les nouvelles coordonnées au plus bas ordre en epsilon
=série de Taylor avec

OH,
0.J;

OF5

0. =], =.J +¢€ Z GnynaMi COS(N167 + noby) W; =

ni,n2=—o0




Systemes intégrables faiblement perturbeés
le theoreme de Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM)

Systeme Hamiltonien autonome et intégrable en variables angle-action:

H = Ho(f1,[2) + 6H1(91,92; 11, ]2)

H, = Z Vi mo (I1, I9) cos(ni6y + nobs)

ni.no=—0o0

Transformation canonique - fonction génératrice a determiner (6, I;) — (p;; J;)

H(p1, p2; J1, J2) = Ho(J1, J2)

®.@
+e Z Gny no (M1W1 + Nows) cos(nq6y + nobs)

ni,no=—00

+e€ Z Vi ny (J1, Jo) cos(ni 01 + nabs) + O(€)

ni,no=—00



Systemes intégrables faiblement perturbeés
le theoreme de Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM)

Transformation canonique - fonction génératrice a determiner (6, I;) — (v;; J;)

Les termes ~ epsilon disparaissent
si on choisit

Mu,nz(Jl; JQ) H(Cpl? P2; Jl? JZ) — HO(J1? JZ) T 0(62)

nN1wWip + NoWwo

9ning —

On itere les transformations canoniques -> perturbation de plus en plus petite (’)(62”)

Les tores invariants le reste - ils sont simplement déformés



Systemes intégrables faiblement perturbeés
le theoreme de Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM)

Transformation canonique - fonction génératrice a determiner (6, I;) — (v;; J;)

Les termes ~ epsilon disparaissent
si on choisit

‘/';11,712(']1; JZ) H(¢1’ P2; Jl? JQ) — HO(J17 JZ) T 0(62)

nN1wWip + NoWwo

9nqi,ne —

On itere les transformations canoniques -> perturbation de plus en plus petite (’)(62”)

Les tores invariants le reste - ils sont simplement déformés

I Tout ceci n’est valable que si le développement de Taylor converge !!!!
€V me K |N1w1 + nows|

Conclusion :

Approche non valable pour les tores résonants, proches de 1w + Naws >~ 0
et avec de petits 171 2

"l Le chaos apparait proche des résonances !!!



